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量子重力といえばトポロジーの足し上げと考える人が多い。2次元や 3次

元では重力場の自由度がないので, トポロジーの足し上げが本質的と言えるか

もしれないが, 4次元はそうでない。実際, 重力で最も重要なインフレーショ

ン解のトポロジーは S4 である。

S4とは異なるトポロジーを持つ計量場のことを重力インスタントンと呼ぶ

ことがある。重力インスタントンの研究はYang-Millsインスタントの研究に

比べて物理としての発展は乏しい。その理由についても述べる。

本解説書は「共形場理論を基礎に持つ量子重力理論と宇宙論」(プレアデス

出版, 2016)の新たな 15番目の章及びその付録として書いている1。
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1 漸近的背景自由な量子重力理論

はじめに漸近的に背景自由性 (背景時空独立性)を持つくり込み可能な量子

重力理論について述べる。この理論の重要な点の一つは, 紫外極限でゲージ対

称性として共形不変性が現れ, その対称性のおかげでゴーストモードがゲー

ジ不変な物理状態から排除されることである。その量子化の方法について簡

潔にまとめてから重力インスタントンについての議論を始める。

理論の定義と構造 この理論の分配関数は経路積分を用いて

Z =

∫
[dg]g[df ]ge

−I(g,f) (1.1)

で与えられて, 無次元の Euclid空間での作用は

I =

∫
d4x
√
g

[
1

t2
C2
µνλσ + bG4 +

1

ℏ
L2(g, f)

]
(1.2)

で与えられる。ここで, Cµνλσ はWeylテンソルで, tは無次元の重力結合定

数である。係数 bは Euler密度G4に比例した発散を取り除くために導入され

るくり込み因子で, 独立な結合定数ではない。ℏは還元 Planck定数で L2は 2
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階微分以下の作用である。その中には Einstein-Hilbert項や宇宙項も含まれ

る。f は重力以外の場の総称である。

一般に, 運動項として高階微分場をもつ量子論は, 何の手当もしなければ,

紫外極限で負計量のゴーストモードが必ず現れてしまう2。しかし, 以下で述

べるように, 正しく重力を量子化すれば, 紫外極限でもこのモードを閉じ込め

ることが出来る特別な対称性が理論の中に隠されていることが示せる。

結合定数 tのベータ関数が負になることから, Plancl質量スケールを超える紫

外極限 t→ 0でCµνλσ = 0の真空が実現する。そのため真空条件に影響しない

共形因子場を括り出して gµν = e2ϕḡµν , ḡµν = e2ϕ(ĝ eth)µν = ĝµν+ thµν+ · · ·

と展開する。ϕは共形因子場, hµν はトレースレステンソル場, ĝµν は背景計

量場である。重要なことは結合定数 tはWeyl作用で支配されるテンソル場

にのみ掛かって, 共形因子場には掛からないことである。すなわち ϕは非摂

動的に扱う必要があり, それによって背景時空独立性が実現することである。

量子化に於いて最も重要なことは経路積分測度の扱いである。計量場 gµν

上で定義された一般座標不変な測度 [dg]gは計量場が入れ子の状態になってい

て実用的な測度ではない。そこで, 通常の場の量子論のように量子化するた

めに, 背景計量場 ĝ上で測度を定義する。それを [dg]ĝ と書くことにする。し

かしながら, この書き換えをすると, それはもはや一般座標不変でなくなる。

一般座標不変にするためにはヤコビアンが必要である。それは, 共形異常の

Wess-Zumino作用を SWZ と書くと

[dg]g[df ]g = [dϕdh]ĝ[df ]ĝ e
−SWZ(ϕ,ḡ) (1.3)

で与えられる。特に結合定数 tのゼロ次で現れるWess-Zumino作用は重要

で, Riegert作用と呼ばれるそれは共形因子場の４階微分運動項を与える。

重力の量子論はこのように元の作用 I とWess-Zumino作用 S を合わせた

ϕと hの背景計量場 ĝ上の場の量子論として定式化することが出来る。量子

化を実行すると, t = 0の紫外極限で, 共形不変性がゲージ対称性として現れ

ることが示せる。この対称性のことを BRST共形不変性と呼ぶ。すなわち紫

外極限では量子重力理論が背景時空 ĝ上の BRST共形不変性をもつ場の理論

として記述される。共形不変性がゲージ対称性であるということは, 背景計量

を ĝ → e2σ ĝのように共形変形してもゲージ同値であることを表している。こ

のように便宜的に導入した背景場の選び方によらないことが示せる。この性
2ゴーストの極に引っかからないような低エネルギーでは, 微分展開は有効理論として意味を

持つ。問題はあくまで紫外極限での振る舞いである。
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質のことを漸近的背景自由性 (asymptotic background-freedom)と呼ぶ。結

合定数 tは共形不変性からのズレを表している。

BRST共形不変性は量子論的な一般座標不変性で, 重力場を量子化して初

めて現れる厳密な対称性である。その変換性は

δBϕ = cλ∇̂λϕ+
1

4
∇̂λcλ,

δBhµν = cλ∇̂λhµν +
1

2
hµλ

(
∇̂νcλ − ∇̂λcν

)
+

1

2
hνλ

(
∇̂µcλ − ∇̂λcµ

)
で与えられる。ここで cµは共形 Killing方程式を満たすゲージゴーストであ

る3。このゲージ対称性の存在が量子重力の物理状態が強く制限するため, 理

論を定義することができる。実際, 高階微分場であることから必然的に含ま

れるすべてのゴーストモードが, このゲージ対称性の下で不変でなくなるこ

とから, 物理状態として現れることない。BRST不変の条件を解くと特定の

次元を持つスカラー量のみが物理状態はになることが示せる。

1970 年代に S. Weinberg によって提唱された, 紫外極限で共形不変性が

実現すれば量子重力の諸問題が解決するのではないかという, 漸近的安全性

(asymptotic safety)という考え方がある。この理論はその一つの実現になっ

ている。これは計量場の揺らぎが大きくなることによる距離の概念が喪失し

たスケール不変な世界の実現を表している。それ故, Planckスケールを超え

た高エネルギー世界を記述することが出来る。そこでは特定の時空を運動す

る粒子の描像はもはやない。　　

このように, いわゆる漸近自由性とは異なり, 漸近的背景自由な量子重力

理論はそれが有効なすべてのエネルギー領域で強結合状態であると言える。

その状態紫は紫外極限では共形不変性を用いて表されるが, 低エネルギーで

は結合定数 t のランニングとして表される。それは新たな力学的スケール

ΛQG ≃ 1017 GeVの存在を予言して, そのスケールで共形不変性が破れた古

典的な Einsteinの重力に相転移する。すなわち相関距離 ξΛ = 1/ΛQGより長

い波長の重力的ゆらぎは古典的なゆらぎと見なすことが出来る。

本解説書は, 時空相転移について新たな知見が得られることを期待して, 結

合定数 tの強結合ダイナミクスに関係するとおもわれる重力インスタントン

について記述する。

3無限個の局所的なゲージ自由度をほぼ使って重力場を輻射ゲージに固定した後でもまだ残る
15 個のゲージ自由度である。有限個にもかかわらず, その変換則の左辺が場に依存しているた
め, 極めて強い制限を与える。
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トポロジーと重力インスタントン トポロジーを足し上げることは, それが

異なる種々の背景場のもとで経路積分を行うことである。この理論の真空は

Cµνλσ = 0で与えられることから, 通常はWeyl作用が消える S4 の背景場を

考える。それ以外のトポロジーではWeyl作用が非ゼロになるので, tの強結

合効果を与えると考えられる。

ここでは, Yang-Mills理論の時と同様に, Weylテンソルが自己双対になる

解を考える。それを重力インスタントンと呼ぶ4。境界のない多様体を考える

と, CP2がその条件を満たすことが知られている。これは Euler標数が χ = 3

で Hirzebruch 符号数が τ = 1 の多様体である。 ちなみに S4 は χ = 2 と

τ = 0である。Hirzebruch符号数がインスタントン数に対応していて, 重力

インスタントンが存在するときは

Ī = I + iθ τ (1.4)

のようにに作用に τ に比例した新たな項を加えることが出来る。

以下, CP2 重力インスタントンに焦点を当ててその数学的性質及び物理的

意味について詳しく調べる。

2 微分形式と曲率

あとでフェルミオンを定義するために 4脚場 eµa を導入する。SO(4)の局

所 Euclid空間の脚を a, b = 0, 1, 2, 3, Einsteinの脚を µ, ν = 0, 1, 2, 3とする

と, それは関係式

gµν = δab e
a
µe
b
ν , δab = gµν e

µ
ae
ν
b

で定義される。

4脚場 1-形式 ea = eaµdx
µ を導入する。その外微分からスピン接続 ωabµ が

定義される。トーションの無い時空では, それは

dea + ωab ∧ eb = 0 (2.1)

を満たす。ここで ωab = ωabµ dx
µ はスピン接続の 1-形式で, 反対称性 ωab =

−ωba を満たす。

4Riemann 曲率テンソルが自己双対になる解も重力インスタントンと呼ぶが, ここでは考え
ない。それについては付録 B を参照。
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曲率 2-形式は接続 1-形式を使って,

Rab = dωab + ω c
a ∧ ωcb (2.2)

で定義される。これを書き換えると

Rab = ∂µωνab dx
µ ∧ dxν + ωµac ω

c
νb dx

µ ∧ dxν

=
1

2

(
∂µωνab − ∂νωµab + ωµac ω

c
νb − ωνac ωcµb

)
dxµ ∧ dxν

を得る。曲率 2-形式はRiemann曲率テンソルRabµν (= Rabcd e
c
µe
d
ν )を用いて

Rab =
1

2
Rabµν dx

µ ∧ dxν

と表されることから,

Rabµν = ∂µωνab − ∂νωµab+
[
ωµ, ων

]
ab

(2.3)

の表式を得る。

共変微分は, ベクトル場 Va = eµaVµ に作用させると,

∇µVa = ∂µVa + ω b
µa Vb

で与えられる。共変微分の交換関係は[
∇µ,∇ν

]
Va = R b

µνa Vb

となる。このとき Riemann曲率テンソルは (2.3)で与えられる5。

曲率 2-形式はその外微分を取ると容易に

dRab + ωac ∧Rcb −Rac ∧ ωcb = 0

が成り立つことが容易に示せる。これはBianchi恒等式で, 曲率成分で書くと

1

2

(
∂λRabµν + ω c

λa R
c
bµν + ω c

λa Racµν
)
dxλ ∧ dxµ ∧ dxν

=
1

2
∇λRabµν dxλ ∧ dxµ ∧ dxν = 0

と書けることから, よく知られた

∇λRµνab +∇µRνλab +∇νRλµab = 0 (2.4)

5一方, ∇µVν = ∂µVν − Γλ
µνVλ より, [∇µ,∇ν ]Vλ = R σ

µνλ Vσ の Riemann 曲率テンソル
は Rµ

νλσ = ∂λΓ
µ
νσ − ∂σΓ

µ
νλ +Γµ

λρΓ
ρ
νσ − Γµ

σρΓ
ρ
νλ で与えられる。ここで 4脚場が満たす条件

式 ∇µeaµ = ∂µeaν + ω a
µ be

b
µ − Γλ

µνe
a
λ = 0 に注意すると, Vλ = eaλVa より, この Christoffel 記

号で書かれた通常の R σ
µνλ がスピン接続で表された R b

µνa e
a
λe

σ
b と同じであることとが示せる。
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の表式が得られる。

Riemann曲率は巡回対称性

Rabcd +Racdb +Radbc = 0, or ϵabcdRebcd = 0 (2.5)

を持つ。

重力インスタントンとして Riemann曲率が自己双対になる条件 Rabcd =

ϵabefR
ef
cd/2を満たすものを考えたときは, 巡回対称性から, その解は

0 = ϵabcdRebcd =
1

2
ϵabcd ϵebfg R

fg
cd = −2R

a
e − δaeR

のように物質の無い空間での Einstein方程式を満たす。ここで公式

ϵabcd ϵefghδ
dh =

∑
P

ϵP {δaeδbfδcg} = δaeδbfδcg + δafδbgδce + δagδbeδcf

−δafδbeδcg − δaeδbgδcf − δagδbfδce

を使った。また, Riemann (反)自己双対な曲率のスピン接続は (反)自己双対

になることが示せる。すなわち,

Rabcd = ±
1

2
ϵabefR

ef
cd ⇐⇒ ωµab = ±

1

2
ϵabcd ω

cd
µ (2.6)

が成り立つ。しかしながら, 以下で議論するWeyl自己双対条件の場合, スピ

ン接続は自己双対にならないことに注意する。

3 局所SO(4)ゲージ変換

同じ長さを与える正規直交フレーム eaはたくさんあって, 各点 xで局所直

交回転で関係づけられている。ここではフレームの変換を

ea(x)→ e′a(x) = Φab(x) e
b(x) (3.1)

と書くことにする。計量が不変になる条件g′µν(x) = gµν(x),すなわち δab e
′ae′b =

δab Φ
a
cΦ

b
d e

c ed = δcd e
c ed より,

δab Φ
a
c(x)Φ

b
d(x) = δcd

が導かれ, ΦT (x)Φ(x) = I (Φ−1 = ΦT )の SO(4)直交変換であることが分

かる。このとき, detΦ = 1は多様体の向き付けが保たれることを意味する。

detΦ = −1ならばそれは向き付けが変わることを示している。
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この変換の自由度は 6である。これは 4脚場 eaµの自由度 42 = 16から計量

場の自由度 10を引いた数に一致する。すなわち, 計量場を表すには 4脚場の

自由度が多すぎるので, それが SO(4)のゲージ自由度として現れている6。

このとき接続 1-形式は

ω′a
b = Φac ω

c
d

(
Φ−1

)d
b
+Φac d

(
Φ−1

)c
b

(3.2)

と変換する。曲率 2-形式は

R′a
b = ΦacRcd

(
Φ−1

)d
b

と変換する。

SO(4)群の生成子 Σab が満たす代数を

[
Σab,Σcd

]
= −δacΣbd + δadΣbc + δbcΣad − δbdΣac (3.3)

と規格化する。ベクトルの脚に作用する生成子は

(
Σab
)
cd

= δacδ
b
d − δadδbc

で与えられる。SO(4)群の元は変数を εab (= −εba)と書くと

Φcd = exp

(
1

2
εabΣ

ab

)
cd

(3.4)

で与えられる。

フェルミオンを定義するために Clifford代数を導入する。SO(4)は 2次形

式 p20 + p21 + p22 + p23を不変に保つ変換で, それを 1次形式 γapaの 2乗に書き

換えてもその絶対値が変わらないことを要請する。これを満たす係数 γa は

c-数では存在せず, 反交換関係で定義される Clifford代数

{
γa, γb

}
= −2δabI (3.5)

を満たす行列として表される7。この代数の独立な基底は 1, γa, γaγb (a < b),

γaγbγc (a < b < c), 及び γ5 = γ0γ1γ2γ3 の 16 (= 1 + 4 + 6 + 4 + 1)個であ

る。これより γa は 16個の自由度を表すために 4× 4の行列で記述される8。

6一般的に d 次元空間では, d 脚場の自由度が d2, 計量の自由度が d(d + 1)/2 なので, その
差 d(d− 1)/2 が SO(d) ゲージ変換の自由度になる。

7負符号にしているのは, Minkowski 計量での Clifford 代数 (C.1) を Euclid 化した場合を
想定しているから。

8一般的に SO(d) の Clifford 代数の基底の数は
∑d

r=0 dCr = 2d になる。特に d が偶数の
とき γa は 2d/2 × 2d/2 行列で与えられ, フェルミオンは 2d/2 成分のベクトルとして表される。
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曲がった空間でのガンマ行列は γµ = eµaγ
a, {γµ, γν} = −2gµν で与えられる。

このとき γa は定数の行列であるが, γµ は場であることに注意する。

フェルミオンに作用する代数 (3.3)を満たす生成子, 及び Φ(3.4)に伴うそ

の元 S(Φ)は

Σab = −1

4

[
γa, γb

]
, S(Φ) = exp

(
1

2
εabΣ

ab

)
(3.6)

で与えられる。Euclid空間でのフェルミオン ψ及びその共役場 ψ̄は

ψ′ = Sψ, ψ̄′ = ψ̄S−1 (3.7)

のように変換する独立な場として与えられる。

これは SO(4)の 2重普遍被覆群になっていて, スピン群 Spin(4)と呼ばれ

る9。ただ, 両者の Lie代数は同じなので, 大局的な群の構造を考えないとき

は, Spin(4)表現は単に SO(4)のスピン表現と呼ばれることが多い。

無限小変換 (εab ≪ 1)を考えると, 局所 SO(4)変換 (3.1)の行列は

Φab =
(
I +

1

2
εcdΣ

cd
)a

b
= δab + εab

で与えられ, スピン接続は (3.2)より

ω′
µab = ωµab + ε ca ωµbd − ωµac εcb − ∂µεab

と変換する。

変換則 (3.7)から ψ̄ψは

ψ̄′ψ′ = ψ̄S−1Sψ = ψ̄ψ

9一般的にSpin(d)はSO(d)の 2重被覆群である。すなわちSpin(d)/Z2 = SO(d)である。簡
単のため SO(3)を考えて, ε12 = ε23 = 0, ε13 = γの場合を見てみると, (Σ13)cd = δ1cδ

3
d−δ

1
dδ

3
c

より, その SO(3) 群の元は

Φ = exp
(
γΣ13

)
=

 cos γ 0 sin γ

0 0 0

− sin γ 0 cos γ


で与えられる。一方, Spin(3)は Clifford代数 {γa, γb} = −2δabI の表現を, Pauli行列を使っ
て γa = iλa と選ぶと, その元は Σ13 = −[γ1, γ3]/4 = −iλ2/2 より

S = exp

(
−γ

i

2
λ2

)
=

(
cos γ

2
− sin γ

2

sin γ
2

cos γ
2

)
で与えられる。このように Spin(3)群内で 1周 (0 ≤ γ ≤ 4π)するとき SO(3)群ないでは 2週
している。この議論から分かるように, Spin(3) の生成子 Σab は −iλa/2 で与えられることか
ら, Spin(3) = SU(2) である。また, Spin(4) = SU(2)× SU(2), Spin(6) = SU(4) である。

9



のようにスカラー量であることが分かる。カレント Ja = ψ̄γaψは, 関係式

S−1γaS =

(
I − 1

2
εcdΣ

cd

)
γa
(
I +

1

2
εcdΣ

cd

)
= γa − 1

2
εcd
[
Σcd, γa

]
= γa + εabγ

b = Φabγ
b (3.8)

を使うと

Ja′ = ψ̄′γaψa′ = ψ̄S−1γaSψ = ΦabJ
b

のようにベクトルとして変換することが分かる。関係式 (3.8)は Spin(4)から

SO(4)への全射 (surjection, onto mapping)の準同型写像 (homomorphism)

を与える。S → −S と変更しても成り立つことから, 核 (kernel)は Z2 であ

り, Spin(4)が SO(4)の 2重被覆になっていることが分かる。

次にフェルミオンの共変微分

∇µψ =

(
∂µ +

1

2
ωµcdΣ

cd

)
ψ,

∇µψ̄ = ψ̄
←−∇µ = ψ̄

(
←−
∂ µ −

1

2
ωµcdΣ

cd

)
の変換を考える。4脚場が ∇µeνa = 0を満たすことから ∇µγν = γν∇µ が成

り立つ10。変換 (3.1), (3.2), (3.7)より, ∇aψ = eµa∇µψの変換は(
∇aψ

)′
= e′µa

(
∂µ +

1

2
ω′
µcdΣ

cd

)
ψ′

= Φ b
a e

µ
b S

[
S−1∂µS +

1

2

(
ωµcd + 2 ε ec ωµed − ∂µεcd

)
S−1ΣcdS ψ

]
となる。ここで S−1∂µS = ∂µεcd Σ

cd/2, S−1ΣcdS = Σcd + εef [Σ
cd,Σef ]/2,

及び SO(4) 代数 (3.3) を使うと, 角括弧内が (∂µ + ωµcd Σ
cd/2)ψ にもどる

ので,

(
∇aψ

)′
= SΦ b

a ∇bψ

と変換することが分かる。この変換則と関係式 (3.8)を使うと

(
ψ̄γa∇aψ

)′
= ψ̄′γa

(
∇aψ)′

= ψ̄S−1γaS Φ b
a ∇bψ = ψ̄γa∇aψ

10具体的には ∇µ(γνψ) = eνa∇µ(γaψ) = eνa[γ
a∂µψ + ω a

µ bγ
bψ + (1/2)ωµcdΣ

cdγaψ] =

eνaγ
a[∂µψ + (1/2)ωµcdΣ

cdψ] = γν∇µψ が成り立つ。このとき Σcdγa = γaΣcd + δdaγc −
δcaγd を使っている。

10



が示せる。

フェルミオンの作用は一般座標変換及び局所 SO(4)変換の下で不変な関数

である。一般座標不変になるように
√
gを加えて

Iψ =

∫
d4x
√
g

[
i

2

(
ψ̄γa∇aψ −∇aψ̄γaψ

)
−mψ̄ψ

]
(3.9)

で与えられる。Euclid 空間でのフェルミオンの Hermite 性は定かでないの

で, 作用の係数は経路積分を実行して Feynman振幅を求めたときにそれが

Minkowski時空での振幅をWick回転したものになるように定める11。フェ

ルミオンの定義については付録 Cを参照。

4 CP2重力インスタントン

ここでは重力インスタントン解として12, 境界のない 4次元多様体で, Weyl

作用の運動方程式13

t2Θab = −4RacdeR cde
b + 8RacR

c
b −

4

3
RabR− 4∇2Rab +

4

3
∇a∇bR

+δabCcdefC
cdef +

2

3
δab∇2R = 0 (4.1)

とWeyl自己双対条件

Cabcd =
1

2
ϵabef C

ef
cd

の両方を満たすものを考える。現在知られている解は CP2 だけである。

複素射影空間 CP2は複素座標 z1, z2, z3で表すと,
∑
j |zj |2 = 1/a及び同値

関係 zj ≃ eiαzj を満たす実 4次元空間である。ここで aは質量の自乗の次元

を持った定数, αは実数である。以下で重要になる CP2 空間の特徴は部分空

間として, 例えば z3 = 0とすると, CP1 = S2 が現れることである。

11簡単のため平坦時空を考えると, 運動方程式は (iγa∂a −m)ψ = 0 となる。運動量空間で
は (γaka + m)ψ = 0 が得られる。このとき伝播関数は正しく −1/(γaka + m) = (γaka −
m)/(k2 +m2) で与えられる。[一方, Clifford 代数として {γa, γb} = 2δab の符号を採用する
ときは質量項に虚数単位を入れないと正しい伝播関数にならない。]

12T. Eguchi and P. Freund, Quantum Gravity and World Topology, Phys. Rev. Lett.

37 (1976) 1251; G. Gibbons and C. Pope, CP2 as a Gravitational Instantons, Commun.

Math. Phys. 61 (1978) 239; T. Eguchi and A. Hanson, Self-Dual Solutions to Euclidean

Gravity, Ann. Phys. 120 (1979) 82 を参照。
13Weyl作用を計量場で変分したものをゼロと置いたもの。このときスケールは, Planck質量
を含めて, すべて無視できる高エネルギー領域を考えているものとする。

11



Fubiniと Studyによって 1900年代に見つけられ CP2 の計量は実空間で

ds2CP2 =
dr2 + r2σ2

3

(1 + ar2)2
+
r2(σ2

1 + σ2
2)

1 + ar2
(4.2)

と書けることが知られている。後で詳しく見るように, この計量では r →∞

が点ではなく S2になって, これが上記の z3 = 0の部分空間を表している。こ

のように, S4 が R4 の無限遠に点を加えて閉空間にしたものであるのに対し

て, CP2 は S2 を加えて R4 を閉空間にしたものと考えることが出来る。

Fubini-Study計量の 4脚場 1-形式 ea = eaµdx
µ を

e0 =
dr

1 + ar2
, e1 =

rσ1

(1 + ar2)
1
2

,

e2 =
rσ2

(1 + ar2)
1
2

, e3 =
rσ3

1 + ar2

を用いて ds2CP2 = δab e
aeb と書くと, ea の外微分は

de0 = 0,

de1 =
1

(1 + ar2)
3
2

dr ∧ σ1 +
2r

(1 + ar2)
1
2

σ2 ∧ σ3

=
1

r
e0 ∧ e1 + 2(1 + ar2)

r
e2 ∧ e3,

de2 =
1

(1 + ar2)
3
2

dr ∧ σ2 +
2r

(1 + ar2)
1
2

σ3 ∧ σ1

=
1

r
e0 ∧ e2 + 2(1 + ar2)

r
e3 ∧ e1,

de3 =
1− ar2

(1 + ar2)2
dr ∧ σ3 +

2r

1 + ar2
σ1 ∧ σ2

=
1− ar2

r
e0 ∧ e3 + 2

r
e1 ∧ e2

で与えられる。

接続 1-形式 ωab = ωabµ dx
µ は 4脚場 1-形式の外微分を通して (2.1)式で定

義されることから, ω0a ∝ ea, ωab ∝ ϵabc ec となって,

ω01 = −1

r
e1, ω23 =

1

r
e1,

ω02 = −1

r
e2, ω31 =

1

r
e2,

ω03 = −1− ar2

r
e3, ω12 =

1 + 2ar2

r
e3

の表式が得られる。ここで, ω01 と ω23 及び ω02 と ω31 は反自己双対な関係

にあるが, ω03 と ω12 は

ω03 = −
1 + 1

2ar
2

r
e3 +

3ar

2
e3, ω12 =

1 + 1
2ar

2

r
e3 +

3ar

2
e3,

12



と分解すると分かるように, 自己双対と反自己双対な成分の両方を持ってい

る。このように, いまWeyl自己双対な解を考えているが, そのスピン接続は

自己双対にならないことに注意する。これはRiemann自己双対な解と著しく

異なる点である。

これらの接続 1-形式を (2.2)に代入すると CP2 の曲率 2-形式が

R01 = a e0 ∧ e1 − a e2 ∧ e3, R23 = −a e0 ∧ e1 + a e2 ∧ e3,

R02 = a e0 ∧ e2 − a e3 ∧ e1, R31 = −a e0 ∧ e2 + a e3 ∧ e1,

R03 = 4a e0 ∧ e3 + 2a e1 ∧ e2, R12 = 2a e0 ∧ e3 + 4a e1 ∧ e2

のように求まる。曲率 2-形式を 4脚場 1-形式を用いてRab = Rabcd e
c ∧ ed/2

と書くと, Riemann曲率テンソルの各成分は

R0101 = a, R0123 = −a, R0202 = a, R0231 = −a, R0303 = 4a,

R0312 = 2a, R2323 = a, R3131 = a, R1203 = 2a, R1212 = 4a

となる。Ricciテンソル Rab = Rcacb 及び Ricciスカラー R = Rcc は

Rab = 6a δab, R = 24a

で与えられる。

Weylテンソルは

Cabcd ≡ Rabcd −
1

2

(
δabRbd − δadRbc − δbcRad + δbdRac

)
+

1

6

(
δacδbd − δadδbc

)
R

= Rabcd − 2a
(
δacδbd − δadδbc

)
で与えられる。各成分を書き下すと

C0101 = C2301 − a, C0202 = C3102 = −a, C0303 = C1203 = 2a,

C0123 = C2323 = −a, C0231 = C3131 = −a, C0312 = C1212 = 2a

となって, Weyl 自己双対条件を満たす。自己双対な’t Hooft 記号 (ηA0c =

δAc, η
A
bc = ϵAbc)を使うと

Cabcd = −a
(
η1abη

1
cd + η2abη

2
cd

)
+ 2a η3abη

3
cd

と書くことが出来る。
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5 CP2空間の位相的性質

初めに, 以下の計算に必要な CP2 空間 (4.2)の種々の曲率の自乗を計算す

ると,

RabcdR
abcd = 192a2, RabR

ab = 144a2, R2 = 576a2,

CabcdC
abcd = R2

abcd − 2R2
ab +

1

3
R2 = 96a2,

G4 = R2
abcd − 4R2

ab +R2 = 192a2,

ϵabcdRabefR
ef

cd = 192a2

が得られる。

CP2 空間の体積要素は

e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3 =
r3

(1 + ar2)3
dr ∧ σ1 ∧ σ2 ∧ σ3

=
r3 sin θ

8(1 + ar2)3
dr ∧ dφ ∧ dθ ∧ dψ

で与えられることから, 体積積分は
∫
e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3 =

∫
d4x
√
gより

Vol(CP2) =

∫ ∞

0

dr

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθ

∫ 4π

0

dψ
r3 sin θ

8(1 + ar2)3
=

π2

2a2

で与えられる。

これよりWeyl作用は

1

t2

∫
d4x
√
g C2

abcd =
48π2

t2

と計算される。

5.1 位相不変量

境界を持たない多様体M の種々の位相不変量を定義する。以下Rと書け

ば, それは曲率 2-形式Rab を 4× 4の行列として表示したものである。

第１ Pontrjagin数 は

P1(M) = − 1

8π2

∫
M

Tr
(
R∧R

)
= − 1

8π2

∫
M

R b
a ∧R a

b

=
1

32π2

∫
M

RabcdR
ab
ef e

c ∧ ed ∧ ee ∧ ef

=
1

32π2

∫
M

d4x
√
g ϵabcdRabefR

ef
cd

14



で定義される。ここで ea ∧ eb ∧ ec ∧ ed = d4x
√
g ϵabcdを使った。この量は曲

率の巡回対称性 ϵabcdRabce = 0を使うと

P1(M) =
1

32π2

∫
M

d4x
√
g ϵabcdCabefC

ef
cd

と表すことも出来る。

Hirzebruch符号数 は一般的に符号数 (the signature)とも呼ばれる量で

τ(M) = − 1

24π2

∫
M

Tr
(
R∧R

)
=

1

3
P1(M)

のように第 1Pontrjagin数の 3分の 1で与えられる。

Euler標数 (characteristic) は

χ(M) =
1

32π2

∫
M

ϵabcdRab ∧Rcd

=
1

128π2

∫
M

d4x
√
g ϵabcd ϵefghRabefRcdgh

=
1

32π2

∫
M

d4x
√
g G4

で与えられる。

多様体として CP2 の計量を代入するとそれぞれ

P1(CP2) = 3, τ(CP2) = 1, χ(CP2) = 3 (5.1)

の値を得る。CP2 がWeyl反自己双対ならば τ = −1になる。CP2 の Euler

標数は Betti数を使うと χ = b0 + b2 + b4 = 1 + 1 + 1で与えられる。S4 は

b0 = b4 = 1, b2 = 0で χ = 2となるのに対して, CP2 は b2 = 1を持つ。これ

は CP2 の部分空間として可縮でない S2 面が存在することに対応している。

それは CP2には closedだが exactではない 2-形式（ここではKahler形式が

対応）が存在することと関係している。

最後に境界の無い多様体MのAtiyah-Singerのスピン1/2 Dirac指数I1/2 =

ν+ − ν− の表式を与える。ここで ν± はカイラリティーが ±のゼロモードの

数である。M 上に群Gのゲージ場がある一般的な場合を考えて, そのゲージ

場を Aµ (A†
µ = −Aµ)と書くと, フェルミオンは運動方程式

γµ
(
∂µ +

1

2
ωµab Σ

ab +Aµ
)
ψ = 0

15



を満たす。G = U(1) なら Aµ は電荷を x として −ixAµ/2 で, SU(2) なら

ば −iλAAA
µ /2で与えられる。ここで λA は Pauli行列で Tr (λAλB) = 2δAB

である。ゲージ場の曲率 2-形式 (場の強さ)は, A = Aµdxµ とすると, Ω =

dA+A∧A = Fµν dxµ ∧ dxν/2で与えられる。このときフェルミオンが属す

る群の表現を V , その次元を dimV とすると, スピン 1/2 Dirac指数は

I 1
2
=

∫
M

Â(M) ∧ ch(Ω)

= −dimV

24
P1(M) +

∫
M

[
1

2
c21(Ω)− c2(Ω)

]
で与えられる (付録 D参照)。ここで Â(M)は A-ルーフ種数 (A-roof genus),

ch(Ω)は Chern指標 (character)と呼ばれているもので, 4次元多様体上で積

分すると 4-形式の部分だけが残って右辺のようになる。右辺第 2項の角括弧

内は第 2 Chern指標 ch2 の表式で、c1 と c2 は

c1(Ω) = i
1

2π
TrΩ, c2(Ω) =

1

8π2

∫
M

[
Tr (Ω ∧ Ω)− TrΩ ∧ TrΩ

]
で定義されるゲージ場の曲率 2-形式 Ωの第 1と第 2 Chern類である14。これ

よりスピン 1/2 Dirac指数は

I 1
2
= −dimV

8
τ(M)− 1

8π2

∫
M

TrΩ ∧ Ω (5.2)

と書ける。

例えば G = U(1)ゲージ場の場合は Ω = −ixF/2を, G = SU(2)ゲージ場

の場合は Ω = −iλAFA/2を代入する。ここで F と FA はそれぞれのゲージ

場の 2-形式である。

ゲージ場が無い場合の CP2 上のフェルミオンのスピン 1/2 Dirac指数は,

τ = 1より

I 1
2
= −dimV

8

となる。フェルミオンが 1種類 (dimV = 1)だと I1/2 = −1/8となって, 非

整数になる。一方, 指数はゼロモードの数を表すので整数でなければならな

い。これは, 以下でより詳しく議論するように, CP2上ではフェルミオンが正

しく定義されないこと, すなわちスピン構造が入らないことを表している。

指数 I1/2を整数にするだけなら 8の倍数のフェルミオンを導入すればよい

が, それは必要条件であって, 十分ではないことが以下の議論から分かる。
14Chern 類は c(Ω) = det(1 + iΩ/2π) = 1 + c1(Ω) + c2(Ω) + · · · で定義される。
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6 CP2上のフェルミオン

多様体上にフェルミオンを上手く定義できるかどうかは自明ではない15。

フェルミオンが定義できる多様体はスピン構造を持つと呼ぶれる。S4はスピ

ン構造をもつ多様体であるが, CP2 は後述する特別な場合でしかスピン構造

が許されないことが知られている。

このことを見るために CP2の中の S2の存在を見てみる。Fubini-Study計

量の r →∞を取ると

ds2CP2 →
1

a

(
σ2
1 + σ2

2

)
=

1

4a

(
dθ2 + sin2 θ dφ2

)
のように点ではなく, S2 になる。その上の接続 1-形式は

ω03 → σ3, ω12 → 2σ3

となる。この S2 と直接関係ない座標 ψは固定して考えてよいので,

σ3 =
1

2
cos θ dφ (ψ = const.)

で与えられる。これより r →∞で∫
S2

dω03 =

∫
S2

1

2
sin θ dφ ∧ dθ = 2π,

∫
S2

dω12 = 4π

となることが分かる。

多様体上のフェルミオン ψを考える。Diracの運動方程式は

γµ
(
∂µ +

1

2
ωµabΣ

ab

)
ψ = 0

で与えられる。ここで SO(4)のフェルミオンに対する生成子は

Σab = −1

4

[
γa, γb

]
である。

ある曲線Cvに沿って 1周する平行移動 (parallel transport)を考える。無限

小移動∆xµに対して運動方程式はψ(xµ+∆xµ) = (1−ωµabΣab∆xµ/2)ψ(xµ)
15S. Hawking and C. Pope, Generalized Spin Structures in Quantum Gravity, Phys.

Lett. 73B (1978) 42; A. Back and P. Freund, New Gravitational Instantons and Uni-

versal Spin Structures, Phys. Lett. 77B (1978) 181; S. Avis and C. Isham, Generalized

Spin Structures on Four Dimensional Space-Times, Commun. Math. Phys. 72 (1980)

72; C. Isham and C. Pope, A Spinor Field Representation of The Stiefel-Whitney Class,

Phys. Lett. 114B (1982) 137 を参照。
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と書けることから,

ψv = exp

(
−
∫
Cv

ω

)
ψ, ω =

1

2
ωµab Σ

abdxµ

の表式が得られる。

Cv

Cv’

Y

x0
●

0≤ v≤ 1

図 1: S1 と S1 のスマッシュ積 (smash product) から S2 を構成する方法。

S1 ∧S1 ∼= S2と表記される。2つの曲線CvとCv′ で囲まれた面を Y とする。

先ほどの r →∞に現れた S2 球面を考える。その上のある点 x0 から球面

を 1周する S1 曲線を Cv として, v を 0から 1まで走る変数として, v = 0

と v = 1 の曲線 C0 と C1 は自明な曲線, すなわち点 x0 そのものとすると,

0 ≤ v ≤ 1の連続的な曲線の束は S2 になる (S1 と S1 から S2 を構成する方

法。図 1参照）。

2つの自明でない曲線 Cv と Cv′ を考え, それらに囲まれた S2 上の領域を

Y とする。このとき S2 上の 1-形式を ωとすると, Stokesの定理より∫
Cv′

ω −
∫
Cv

ω =

∫
Y

dω

となる。ここで, v′ = 1と v = 0の自明な曲線の場合を考えると, C1 = C0 = x0

なので, Y = S2 になる。

フェルミオンが多様体上で無矛盾に定義できる条件, すなわちスピン構造

が入る条件は, v = 0と v = 1は同一点 x0 を表していることから, それらの

ψv は

ψ0 = ψ1 (6.1)

のように一致しなければならない。この条件式には 2重被覆に伴う符号の任

意性が現れないことに注意する。
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しかしながら, CP2 では ψ0 = −ψ1 となってスピン構造が存在しないこと

が分かる。このことを示すために具体的に ψv を計算してみる。考えている

S2 上の接続 1-形式 ωは r →∞を取って

ω =
1

2
ωab Σ

ab → ω03 Σ03 + ω12 Σ12

で与えられる。Σ03 = −γ0γ3/2 と Σ12 = −γ1γ2/2 より, [Σ03,Σ12] = 0,

(Σ03)2 = (Σ12)2 = −I/4となることを使うと,

exp

(
−
∫
Cv

ω

)
= exp

(
−
∫
Cv

ω03 Σ03

)
exp

(
−
∫
Cv

ω12 Σ12

)
と分解できるので,

αv = −
1

2

∫
Cv

ω03, βv = −
1

2

∫
Cv

ω12

と書くとそれぞれ

exp

(
−
∫
Cv

ω03 Σ03

)
= I cosαv + 2Σ03 sinαv,

exp

(
−
∫
Cv

ω12 Σ12

)
= I cosβv + 2Σ12 sinβv

と計算することができる。ここで γ25 = I と γ†5 = γ5を満たすカイラリティの

ガンマ行列 γ5 = γ0γ1γ2γ3を導入して γ5ψ
± = ±ψ±を考えると, 一方の符号

だけを考えても一般性は失われないので, 以下では ψ+を考えることにする。

ψ+
v の計算は Σ03Σ12 = γ5/4, Σ

03ψ+ = −Σ12ψ+ を使うと

ψ+
v = exp

(
−
∫
Cv

ω03 Σ03

)
exp

(
−
∫
Cv

ω12 Σ12

)
ψ+

=
[
I
(
cosαv cosβv + sinαv sinβv

)
+ 2Σ12

(
cosαv sinβv − sinαv cosβv

)]
ψ+

=
[
I cos

(
αv − βv

)
− 2Σ12 sin

(
αv − βv

)]
ψ+

を得る。この結果を使って ψ+
1 を ψ+

0 で記述する。v = 0の場合の式を逆に解

くと ψ+ = [I cos(α0 − β0) + 2Σ12 sin(α0 − β0)]ψ+
0 が得られるので,

ψ+
1 =

[
I cos

(
α1 − β1

)
− 2Σ12 sin

(
α1 − β1

)]
×
[
I cos

(
α0 − β0

)
+ 2Σ12 sin

(
α0 − β0

)]
ψ+
0

=
{
I cos

[
α1 − α0 − (β1 − β0)

]
− 2Σ12 sin

[
α1 − α0 − (β1 − β0)

]}
ψ+
0
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ここで, 前述したように, α1−α0と β1− β0は S2上の積分に書き換えること

が出来て,

α1 − α0 = −1

2

∫
C1

ω03 +
1

2

∫
C0

ω03 = −1

2

∫
S2

dω03 = −π,

β1 − β0 = −1

2

∫
C1

ω12 +
1

2

∫
C0

ω12 = −1

2

∫
S2

dω12 = −2π

が得られる。これより,

ψ+
1 =

[
I cosπ − 2Σ12 sinπ

]
ψ+
0 = −ψ+

0 (6.2)

のように負号が現れる。ψ−
v についても同様である。このように条件式 (6.1)

を満たさないことから, CP2 はスピン構造を持たないことが分かる。

結果 (6.2)は最終的には

ψ+
1 = exp

(
−
∫
S2

dω

)
ψ+
0 = −ψ+

0

と表すことができる。このようにスピン構造が入るかどうかの条件は, 2次元

閉部分空間に exactでない 2-形式 dωが存在して, それが負号を出すか否かで

決まる16。

7 一般化されたスピン構造

フェルミオンはゲージ場とも結合するので, 多様体上に背景ゲージ場を導

入するとスピン構造を入れることが出来るようになる17。ただし, フェルミオ

ンが複数存在する場合はゲージ群と表現に制限が付く。

7.1 U(1)背景ゲージ場

CP2 上の U(1)背景ゲージ場を考える。運動方程式 ∇µFµν = 0を満たし,

且つエネルギー運動量テンソル Θµν = −FµλF λ
ν + gµνFλσF

λσ/4が消える

U(1)ゲージ場の解が存在することが知られている。Θµν = 0であることから

この解は重力場の運動方程式 (4.1)を変更しない。そのためこのゲージ場が

存在しても CP2 多様体は保たれる。
16数学用語では, スピン構造が存在するための必要十分条件は第 2 Stiefel-Whitney 類 w2 ∈

H2(M,Z2) の閉部分空間上での積分が自明（0 mod 2）になること, と表される。M = CP2 で
はそれが

∫
S2 w2 = (i/π)

∫
S2 dω = 1 となる。

17脚注 15 の文献を参照。
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ゲージ場の曲率 2-形式 F = Fµν dx
µ ∧ dxν/2 = Fab e

a ∧ eb/2で表すと, そ

の解は

F = 2a
(
e0 ∧ e3 + e1 ∧ e2

)
= 2a

(
r

(1 + ar2)2
dr ∧ σ3 +

r2

1 + ar2
σ1 ∧ σ2

)
(7.1)

で与えられる。これは自己双対解で, 真中の符号を負にすれば反自己双対な

解になる。F = dAで定義される 1-形式 A = Aµdx
µ は

A =
ar2

1 + ar2
σ3 = −η̄3µν

axν

1 + ar2
dxµ

と書くことが出来る。

スピン構造で問題となっている CP2 の中の S2 について考える。それが現

れる r →∞でゲージ場は, スケール aが消えて,

F → 2σ1 ∧ σ2 = dσ3

となる。これより,∫
S2

F =

∫
S2

dσ3 =

∫
S2

1

2
sin θ dφ ∧ θ = 2π

が得られる。

U(1)ゲージ場が存在する場合の CP2 上のフェルミオンの運動方程式は

γµ
(
∂µ +

1

2
ωµab Σ

ab − ix
2
Aµ

)
ψ = 0

に変更される。ここで xはフェルミオンがもつ電荷の大きさで, その単位 eは

ゲージ場に吸収させている。スピン接続のときと同様に, S2上の平行移動に

よるゲージ場からの寄与を考えると,

ψv = exp

(
i
x

2

∫
Cv

A

)
ψ

となる。異なる 2つの曲線Cv′ とCv上の平行移動を考えて, ψを消去すると,

ψv′ = exp

(
i
x

2

∫
Cv′

A− ix
2

∫
Cv

A

)
ψv = exp

(
i
x

2

∫
Y

F

)
ψv

を得る。前と同じように自明な曲線 v′ = 1と v = 0に選ぶと, それらは同一

点 C1 = C0 = x0 を表すので, Y は S2 となる。これより,

ψ1 = exp

(
i
x

2

∫
S2

F

)
ψ0 = eiπx ψ0
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が得られる。したがって, xが奇数なら符号が出てスピン接続からの符号と相

殺することが出来る。

この一般化されたスピン構造を Spinc(4) = [Spin(4) × U(1)]/Z2 と表す。

Z2は多様体からの符号と U(1)からの符号が消えるような表現を選ぶことを

指定している。

このように, 背景 U(1)ゲージ場を導入して, フェルミオンに「奇数」の電

荷を割り当てれば, CP2にスピン構造を入れることが出来る。一方, ボソン場

の場合はスピン接続から符号がでないので, その電荷は符号が出ないように

「偶数」でなければならない（Diracの量子化条件に相当）。この条件は重力

場と結合する物質の内容によって CP2にスピン構造が入るかどうか決まるこ

とを示している。

7.2 SU(2)の部分群 U(1)の背景ゲージ場

議論をより大きな群 Gに拡張して, その中の U(1)部分群を考える。ここ

では SU(2) を考えて, その U(1) 部分群の F 3 を F (7.1) として, 背景ゲー

ジ場 −(i/2)λ3F 3 を導入する。このとき運動方程式は γµ(∂µ + ωµabΣ
ab/2−

iλ3A3
µ/2 )ψ = 0で与えられる。SU(2)の 2重項 (doublet)を考えると, λ3 =

diag(1,−1)なので, その上下成分はそれぞれ U(1)電荷 x = ±1の運動方程式

を満たす。そのため 2重項のフェルミオン全体に負号が出て, CP2 の負号と

相殺するので, スピン構造が入ることが分かる。一方, 一般の 2j + 1表現で

は λ3 = diag(2j, 2j − 2, · · · ,−2j)となって, 背景ゲージ場からの符号は ei2πj

となる。そのため, j が半整数のときは符号が相殺してスピン構造が入るが,

整数のときは CP2の負号が残ってしまうためスピン構造が入らないことが分

かる。

7.3 SU(2)背景ゲージ場

CP2上には, SU(2)の U(1)部分ではなく, SU(2)ゲージ場の運動方程式を

満たし, 且つそのエネルギー運動量テンソルが消える解が存在する。それは

CP2 のスピン接続と’t Hooft記号を用いて

AA
µ = −1

2
η̄Aab ω

ab
µ (7.2)
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で与えられる。また, ’t Hooft記号 η̄Aabを ηAabに置き換えたものも解である。

この SU(2)ゲージ場の曲率は

FA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νAA

µ + ϵABCAB
µA

C
ν

= −1

2
η̄Aab

(
∂µω

ab
ν − ∂νωabµ +

[
ωµ, ων

]ab)
= −1

2
η̄AabR

ab
µν

で与えられる。ここで ϵABC η̄Bab η̄
C
cd = δac η̄

A
bd − δad η̄Abc − δbc η̄Aad + δbd η̄

A
ac

を使った。この FA
µν は自己双対でも反自己双対でもなく, 両方の成分を持っ

ている。これらは ηAab に置き換えた解も同様である。実際, CP2 上で

DµFA
µν = ∇µFA

µν + ϵABCABµFC
µν

= gµλ
(
∂λF

A
µν − ΓσλµF

A
σν − ΓσλνF

A
µσ + ϵABCAB

λF
C
µν

)
= −1

2
η̄Aab g

µλ
(
∂λR

ab
µν −ΓσλµR ab

σν −ΓσλνR ab
µσ +ωacλ R

b
µνc +ωbcλ R

a
µν c

)
= −1

2
η̄Aab∇µRµνab = 0

となる。またエネルギー運動量テンソルもΘµν = −FA
µλ F

Aλ
ν +gµν F

A
λσ F

Aλσ/4

= 0が示せる。そのため重力場のエネルギー運動量テンソルが変更を受けな

いので, CP2 解に影響を与えない。

この SU(2)背景ゲージ場が存在する場合, その 2重項 (一般的には j が半

整数の表現)のフェルミオンにスピン構造を入れることが出来る。そこでゲー

ジ場の r →∞の S2での振る舞いを見てみると AA
µ → δA3 ω03

µ − ϵA12 ω12
µ と

なってゲージ場 1-形式AA = AA
µ dx

µはA1, A2 → 0, A3 → ω03−ω12 = −σ3
となるので,

F 1, F 2 → 0, F 3 → −dσ3

となる。したがって, スピン構造については U(1)部分群での議論がそのまま

使えるので, j が半整数の表現のフェルミオンは CP2 上で定義することが出

来る。

8 一般化されたスピン構造をもつ素粒子模型

最後にフェルミオンが複数存在する現実的な模型を考える。まず始めに,

CP2 上では G = SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y を持つ標準模型にスピン構造を
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入れることが出来ないことが分かる。実際, スピン 1/2 Dirac指数を整数にす

るために, まず右手型ニュートリノを加えてWeylフェルミオンの数を世代ご

とに 16個にする必要がある。しかし, 右手型ニュートリノはゲージ電荷を一

切もたないので, CP2 多様体からの符号を背景ゲージ場を導入して消すこと

が出来ない。それ以外のフェルミオンやボゾン場についても上手くスピン構

造が入るように電荷が割り振られていない18。

また, 世代ごとのWeylフェルミオン数が 15個の SU(5) GUTもスピン 1/2

Dirac指数 I1/2 が整数にならないのでスピン構造が入らない。

標準模型を含む数々のGUT模型の中で CP2上にスピン構造が入る最も簡

単なゲージ群は SO(10)(厳密には Spin(10))である。スピン構造を入れるた

めの背景ゲージ場の導入方法にはいくつか選択肢があって, 先ず SO(10) →

SU(5)×U(1)X のように自発的対称性の破れが起こる場合を考える。このと

き一世代を表す SO(10)の 16表現に属するWeylフェルミオンが

16 → 10−5 + 5̄3 + 1−1

のように分解される。添え字は U(1)X の電荷で, すべて奇数になる。一方, ボ

ソン場は

45 → 240 + 10−4 + 1̄04 + 10,

10 → 5−2 + 5̄2

のように偶数の電荷を持つ。そのため U(1)X の背景ゲージ場を導入すればス

ピン構造が入ることが分かる。

スピン 1/2 Dirac指数も電荷 xの各フェルミオンに対して, Ω = i(x/2)F

より,

1

8π2

∫
CP2

TrΩ ∧ Ω = −
(
x

2

)2
1

8π2

∫
CP2

F ∧ F

= −x
2

4

2(2a)2

8π2

∫
CP2

e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3 = −x
2

8

であることから, dimV = 16, NX = 10× (−5)2 + 5× 32 + 1× (−1)2 = 296

を代入すると

I 1
2
= −dimV

8
τ(CP2)−

(
−NX

8

)
= −2 + 37 = 35

18余分な U(1)ゲージ場を加えてそれに電荷を割り当ててスピン構造が許されるように修正す
る考えもある。
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のように整数になる。F が反自己双対解の場合は真ん中の符号が負になって,

−39になる。ただ, これらの場合, 値が非ゼロなのでフェルミオンのゼロモー

ドが存在する。そのため分配関数は消えてしまう19。

次に対称性の破れの別のパターンとして SO(10) → SU(4) × SU(2)L ×

SU(2)R を考える。このときフェルミオンの表現は

16 → (4, 2, 1) + (4̄, 1, 2)

のように分解される。一方, ボソン場は

45 → (15, 1, 1) + (6, 2, 2) + (1, 3, 1) + (1, 1, 3),

10 → (6, 1, 1) + (1, 2, 2)

のように分解される。そこで, SU(2)Lと SU(2)R の 2つの U(1)部分群の両

方に −(i/2)λ3F 3
L,R を導入する。ここで F 3

L,R は 2-形式 F (7.1)である。運動

方程式は γµ(∂µ+ωµabΣ
ab/2− iλ3A3

Lµ/2− iλ3A3
Rµ/2 )ψ = 0で与えられる。

16表現のフェルミオンは Lと Rそれぞれ 4個, 合計 8個の 2重項に分解さ

れ, jが整数の表現は含まれないので, 負号が出て CP2の負号と相殺する。そ

のため一般化されたスピン構造が入ることが分かる。

さらにこの場合のスピン 1/2 Dirac 指数を計算すると, dimV = 8 × 2,

Ω = −iλ3F 3/2, Tr (λ3λ3) = 2より,

I 1
2
= −dimV

8
τ(CP2) +

4

16π2

∫
CP2

F 3
L ∧ F 3

L +
4

16π2

∫
CP2

F 3
R ∧ F 3

R

= −2 + 1

2π2

∫
CP2

F ∧ F = −2 + 2 = 0

となって消えるため, 分配関数が存在することが分かる。一方, F として反自

己相反な解を持ってくると符号が逆転して I1/2 = −2− 2 = −4となるため,

分配関数が存在しなくなる。

上と同じように対称性が SO(10)→ SU(4)× SU(2)L × SU(2)R のように

破れる場合を考えて, 左右の SU(2)に (7.2)解を当ててもスピン構造が入る。

上の議論との違いはスピン 1/2 Dirac指数がゼロにならないことである。

指数へのゲージ場の寄与は各フェルミオンの2重項に対して, Ω = −iλAFA/2,

19ゼロモードの作用関数は消えるので, そのモードの Grassmann 経路積分は消えてしまう。
もし質量項 mψ̄ψ があればそれはゼロモードを含むので Grassmann積分が値を持って, 分配関
数は質量 m に比例する。ゼロモードの数が複数の場合はそれらに関係する質量の積になる。し
かし, ここでは質量がゼロと見なせる高エネルギー極限を考えている。
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τ(CP2) = 1, χ(CP2) = 3より,

1

8π2

∫
CP2

TrΩ ∧ Ω = − 1

16π2

∫
CP2

FA ∧ FA = − 1

64π2

∫
CP2

d4x
√
g ϵµνλσFA

µνF
A
λσ

= − 1

64π2

∫
CP2

d4x
√
g

(
1

2
ϵµνλσRµνabR

ab
λσ

−1

4
ϵµνλσϵabcdRµνabRλσcd

)
= −3

4
τ(CP2) +

1

2
χ(CP2) =

3

4

となる。η̄Aab を ηAab に変えた場合は真中の符号が逆になって −9/4になる。

両 SU(2)に同じ η̄Aab の解を当てると, 2重項が 8個になるので,

I 1
2
= −dimV

8
τ(CP2)− 8

8π2

∫
CP2

TrΩ ∧ Ω

= −16

8
− 8× 3

4
= −8

が得られる。このように整数になるが,ゼロにはならない。また,一方のSU(2)

に ηAabの解を当てると, I1/2 = −2− 4× (3/4)− 4× (−9/4) = 4となる。同

様に両方とも ηAabの解にかえると I1/2 = −2−8× (−9/4) = 16になる。いず

れにせよフェルミオンのゼロモードが存在するので分配関数が消えてしまう。

他にも SU(2)L × SU(2)R 部分に U(1)解と SU(2)解を適当に組み合わせ

てスピン構造を入れることが出来るが, スピン 1/2 Dirac指数がゼロになる

のは両 SU(2)の U(1)部分群に自己双対な背景ゲージ場を入れた場合だけで

ある。

いずれにせよ CP2 空間が物理的に意味があるとするならば, 素粒子模型と

して SO(10)GUT模型が強く示唆されることになる。SO(10)GUT模型は標

準模型が持つ 1世代 16個のWeylフェルミオンを最小に含むアノーマリーフ

リーな優れた模型である。しかしながら, ゲージ場の数は 12個から 45個の

約 4倍に増え, さらに自発的対称性引き起こすためには非常に多くの Higgs

場を導入しなければならなくなる。例えば

SO(10) =⇒ SU(4)× SU(2)L × SU(2)R =⇒ SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y

54H 126H

=⇒ SU(3)C × U(1)em

10H

のように, 実 54表現及び 126と 10の複素表現の Higgs場を入れる必要があ

ることが指摘されている。
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SO(10)GUT模型は神岡の陽子崩壊の実験からもまだ棄却されていないし,

ニュートリノに質量が見つかったことから 1世代 16個が自然に入るのは好ま

しい性質である。また, バリオン生成についても, 電弱スファレロン過程によ

る希釈を逃れることが出来る, GUTスケールで B − Lが破れるバリオン生

成シナリオを考えることもできる20。

このように SO(10)GUT模型は良い性質を持っているが, それは CP2空間

とは直接関係のない性質で, 本来, CP2重力インスタントンを考える動機づけ

はインスタントン効果によってCP を破る有効相互作用が誘導されて, Planck

スケール付近でバリオン生成が出来ないだろうか, というものであった。し

かし, SO(10)が選ばれるなら, CP2 空間を考えるという物理的動機付けが弱

くなってしまう。

そもそも, SO(10)以外の模型が選ばれるなら CP2 をトポロジーの足し上

げから外せばよいだけである。実際, 重力で大事なインフレーションは S4の

トポロジーに含まれるからである。このように, 現時点では, CP2が必要であ

るという強い物理的動機付けはない。

20例えば K. Babu and R. Mohapatra, B − L Violating Proton Decay Modes and New

Baryogenesis Scenario in SO(10), Phys. Rev. Lett. 109 (2012) 091803 を参照。
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A インスタントンを記述するための道具

まず初めにインスタントンの物理でよく使われる’t Hooft記号を導入する。

SU(2)の足を A,B = 1, 2, 3, R4の時空の脚を α, β = 0, 1, 2, 3、完全反対称テ

ンソルを ϵ0123 = 1とすると, それは

ηAαβ = ϵ0Aαβ +
1

2
ϵABC ϵBCαβ ,

η̄Aαβ = ϵ0Aαβ −
1

2
ϵABC ϵBCαβ

で定義される。成分で書くと

ηA0β = δAβ , ηABC = ϵABC,

η̄A0β = −δAβ , η̄ABC = ϵABC

となる。ηAαβは脚α, βについて自己双対 (self-dual), η̄Aαβは反自己双対 (anti-

self-dual)で,

ηAαβ =
1

2
ϵαβγδ η

A
γδ, η̄Aαβ = −1

2
ϵαβγδ η̄

A
γδ

を満たす。

反自己双対な’t Hooft記号を用いて表される微分 1-形式

σA = η̄Aαβ
xαdxβ

r2

を導入する。ここで, xα = (t, x, y, z), r2 = t2 + x2 + y2 + z2 である。σA 及

び drを成分で書くと

σ1 =
1

r2
(xdt− tdx− zdy + ydz) ,

σ2 =
1

r2
(ydt+ zdx− tdy − xdz) ,

σ3 =
1

r2
(zdt− ydx+ xdy − tdz) ,

dr =
1

r
(tdt+ xdx+ ydy + zdz)

である。1-形式 σA の外微分は関係式 dσA = ϵABC σB ∧ σC を満たす。すな

わち,

dσ1 = 2σ2 ∧ σ3, dσ2 = 2σ3 ∧ σ1, dσ3 = 2σ1 ∧ σ2

である。
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R4 空間は σA を使って

ds2R4 = dt2 + dx2 + dy2 + dz2

= dr2 + r2
(
σ2
1 + σ2

2 + σ2
3

)
と書ける。

さらにこの研究分野でよく使われる Euler 角 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π,

0 ≤ ψ ≤ 4πを用いた座標

x+ iy = r cos
θ

2
e
i
2 (ψ+φ),

z + it = r sin
θ

2
e
i
2 (ψ−φ)

を導入すると

σ1 =
1

2
(sinψdθ − sin θ cosψdφ) ,

σ2 =
1

2
(− cosψdθ − sin θ sinψdφ) ,

σ3 =
1

2
(dψ + cos θdφ)

を得る。このとき R4 空間は

ds2R4 = dr2 +
r2

4

(
dθ2 + dφ2 + dψ2 + 2 cos θdφdψ

)
と表せる。

ここで θと φを固定した面を考えてみると, ds2R4 |θ,φ=fix = dr2+(r2/4)dψ2

になる。これが錐状特異点 (conical singulrity)の無い R2平面 [dsR2 = dr2 +

r2dω2 (0 ≤ ω ≤ 2π)]になるためには ω = ψ/2となる必要がある。すなわち

0 ≤ ψ ≤ 4πとなる。これは S3 を Euler角で表したときと同じである。

’tHooft記号の公式 最後に ηが満たす公式を以下にまとめると

ηAαβ = −ηAβα, ηAαβ η
B
αβ = 4δAB,

ηAαβ η
A
αγ = 3δβγ , ηAαβ η

A
αβ = 12,

ηAαβ η
A
γδ = δαγδβδ − δαδδβγ + ϵαβγδ,

ηAαβ η
B
αγ = δABδβγ + ϵABCηCβγ ,

ϵABC ηBαγ η
C
βδ = δαβη

A
γδ − δαδηAγβ − δγβηAαδ + δγδη

A
αβ ,

ϵαβγδ η
A
δϵ = −δγϵηAαβ − δβϵηAγα − δαϵηAβγ
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などがある。η̄が満たす同様の公式は

ηAαβ , ϵαβγδ −→ η̄Aαβ , − ϵαβγδ

と置き換えればよい。また, ηと η̄の積の公式として

ηAαβ η̄
B
αβ = 0, ηAαβ η̄

B
αγ = ηAαγ η̄

B
αβ

などがある。

B Eguchi-Hanson解

(反) 自己双対な Riemann テンソルをもつ重力インスタントン解として

Eguchi-Hanson 解がよく知られている。ここではその解について簡単にま

とめておく。

この解はWeyl（反）自己双対解の場合と違って, Riemannテンソルの (反)

自己双対条件を解くと簡単に求めることが出来る。先ず, 計量の形を

ds2 = f2(r)dr2 + r2
(
σ2
1 + σ2

2

)
+ r2g2(r)σ2

3

と仮定すると, 4脚場 1-形式は e0 = fdr, e1 = rσ1, e
2 = rσ2, e

3 = rgσ3, ス

ピン接続 1-形式は

ω01 = − 1

rf
e1, ω02 − 1

rf
e2, ω03 = − 1

rfg

(
g + r

∂g

∂r

)
e3,

ω23 =
g

r
e1, ω31 =

g

r
e2, ω12 =

(
2

rg
− g

r

)
e3

で与えられる。

Riemannテンソルが (反)自己双対なときは（2.6）のようにスピン接続も

(反)自己双対になることが示せるので, ここでは反自己双対条件を選ぶと,

fg = 1,
1

f

(
g + r

∂g

∂r

)
= 2− g2

が得られる。最初の式を使って第 2式から f を消去すると

r
∂g2

∂r
= 4
(
1− g2

)
が得られるので, これを解くと a (> 0)を積分定数とすると g2 = 1 − a4/r4

が得られる。ここで, g2の解として 1+ a4/r4を考えることもできるが, それ
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は r = 0で特異点になる。それに対して前者の負号の解は以下で示すように

r ≥ aとすれば特異点を取り除くことが出来る。このようにして反自己双対

な Eguchi-Hanson計量が

ds2EH =
1

1− a4

r4

dr2 + r2
(
σ2
1 + σ2

2

)
+ r2

(
1− a4

r4

)
σ2
3

と求まる。自己双対な解は g → −gとすれば求まる。これは向き付けを変更

したことに相当する。この空間の曲率 2-形式は

R01 = −R23 =
2a4

r6
(
−e0 ∧ e1 + e2 ∧ e3

)
,

R02 = −R31 =
2a4

r6
(
−e0 ∧ e2 + e3 ∧ e1

)
,

R03 = −R12 =
4a4

r6
(
e0 ∧ e3 − e1 ∧ e2

)
で与えられる。

ここで r = aに現れる錐状特異点 (conical singularity)を取り除くことを

考える。いま空間は r ≥ aとしているので, r = aの近傍について調べる。変

数を u2 = r2(1− a4/r4)と変換すると, dr = [
√
1− a4/r4/(1 + a4/r4)] duが

得られるので, 計量は

ds2EH =
1(

1 + a4

r4

)2 du2 + u2σ2
3 + r2

(
σ2
1 + σ2

2

)
と書くことが出来る。ここで u→ 0 (r → a)の極限を取ると

ds2EH →
1

4
du2 +

1

4
u2(dψ + cos θ dφ)2 +

a2

4

(
dθ2 + sin2 θ dφ2

)
となる。S2 の座標 θ と φを固定した 2次元面を考えると, u = 0近傍の計

量は

1

4

(
du2 + u2dψ2

)
と表される。これが平面 R2の計量と同定できるなら, 錐状特異点が無いとこ

とになる。R2の計量は ρ ≥ 0, 0 ≤ ω ≤ 2πとして dρ2 + ρ2dω2で与えられる

ことから, u = 2ρと思えば, ψの領域を

0 ≤ ψ ≤ 2π

と制限すれば錐状特異点が取り除けることが分かる。このとき r = a近傍の

トポロジーは R2 × S2 になる。
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次に r →∞の振る舞いを見てみる。元々定義されていた領域 0 ≤ ψ ≤ 4π

で考えた場合は, r → ∞はトポロジーが S3 の境界になる。それが半分に制

限されていることから境界が RP3 = S3/Z2 になることが分かる。

C Minkowski及びEuclid時空でのフェルミオン

Minkowski時空では場の Hermite性が明白で, 分散関係も解くことができ,

正準量子化を行うことが出来る。一方, Euclid時空では Hermite性は不明瞭

になり, 量子化は経路積分で行うことが前提になる。一般に, Euclid時空の

フェルミオンはWick回転したとき Feynman振幅が正しく出るように定義す

る (Osterwalder-Schraderの方法)。

Minkowski時空のフェルミオン 局所Minkowski計量 ηab = (−1, 1, 1, 1)を

持つ曲がった時空上のフェルミオンを定義する。計量を不変に保つゲージ変

換, 局所 Lorentz変換, を e′a(x) = Λab(x)e
b(x)と書くと, ηabΛ

a
c(x)Λ

b
d(x) =

ηcd を満たす SO(3, 1)Lorentz群を構成する。この変換の下で接続 1-形式は

ω′a
b = Λac ω

c
d (Λ

−1)db + Λac d(Λ
−1)cb と変換する。曲率 2-形式は R′a

b =

ΛacRcd (Λ−1)db と変換する。

SO(3, 1)群の生成子 Σab が満たす代数を

[
Σab,Σcd

]
= −ηacΣbd + ηadΣbc + ηbcΣad − ηbdΣac

と規格化する。ベクトルの脚に作用する生成子は (Σab)cd = δacδ
b
d− δadδbcで

与えられる。SO(3, 1)群の元は変数を εab (= −εba)と書くと

Λ = exp

(
1

2
εabΣ

ab

)
で与えられる。

局所Minkowski時空での Clifford代数を

{γa, γb} = −2ηabI (C.1)

と定義する。この Clifford代数で構成される Spin(1, 3)群の元は

Σab = −1

4

[
γa, γb

]
, S(Λ) = exp

(
1

2
εabΣ

ab

)
(C.2)

で与えられる。
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フェルミオン ψ 及びその共役場 ψ̄ は ψ′ = Sψ 及び ψ̄′ = ψ̄S−1 のように

変換する場と定義する。ここでは, ガンマ行列の一つの表現として γ0† = γ0,

γj† = −γj (j = 1, 2, 3), すなわち γa† = γ0γaγ0 を満たすものを選ぶこと

にすると, この変換則を満たす ψ̄ は ψ̄ = ψ†γ0 と書くことが出来る。実際,

Σab† = −γ0Σabγ0 及び (γ0)2 = I から

γ0S†γ0 = γ0
(
I +

1

2
εabΣ

ab†
)
γ0 =

(
I − 1

2
εabΣ

ab

)
= S−1

が成り立つことを使うと,

ψ̄′ = ψ′†γ0 = ψ†S†γ0 = ψ̄γ0S†γ0 = ψ̄S−1

のように示せる。

これより, スカラー ψ̄ψは

ψ̄′ψ′ = ψ̄S−1Sψ = ψ̄ψ, (ψ̄ψ)† = ψ†γ0†ψ = ψ†γ0ψ = ψ̄ψ

のように局所 Lorentz不変なHermite関数であることが分かる。さらに∇aψ

の Hermite性を見てみると

(
∇aψ

)†
= e µa

(
∂µψ

† − 1

2
ωµcd ψ

†γ0Σcdγ0
)

= e µa

(
∂µψ̄ −

1

2
ωµcd ψ̄Σcd

)
γ0 = ∇aψ̄γ0

が得られるので

(
ψ̄γa∇aψ

)†
=
(
∇aψ)†γa†γ0†ψ

= ∇aψ̄γ0
(
γ0γaγ0

)
γ0ψ = ∇aψ̄γaψ

が成り立つ。また, 局所 Lorentz不変性も SO(3, 1)の

S−1γaS = Λabγ
b

を使うと示せる。

局所Minkowski時空でのフェルミオンの作用は Hermite関数なので, 微分

項に iを加え, 一般座標不変になるように
√
−gを加えて

IMψ =

∫
d4x
√
−g
{
i

2

(
ψ̄γa∇aψ −∇aψ̄γaψ

)
−mψ̄ψ

}
(C.3)

で与えられる。
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Euclid時空上のフェルミオン Euclid時空では場の Hermite性が不明瞭に

なるので, 局所 SO(4)ゲージ変換の章で定義したように, フェルミオン ψと

ψ̄は変換則 (3.7)を満たす独立な場として扱う。

Spin(4)群を構成する Cliford代数は時間成分のWick回転から自然に得ら

れる (3.5)とし, ガンマ行列の Hermite性も上で採用したMinkowski空間の

場合をWick回転して自然に得られる γa† = −γa とする。

作用関数は局所 SO(4)ゲージ変換及び一般座標変換の下で不変なるように

決める。ただし, 場の Hermite性が分からないので質量項はWick回転した

とき Feynman伝播関数が正しく出るように決めると, Minkowski空間での作

用 (C.3)と同じ (3.9)で与えられる（脚注 11を参照)。

このように定義すると, Minkowski時空で導いた Feynman振幅をWick回

転したものが正しく得られる。この定義の仕方はOsterwalderと Schraderに

よって提案された21。

D スピン 1/2 Dirac指数 (Atiyah-Singer index)

ここでは軸性カレントのダイバージェンスとスピン 1/2 Dirac指数との関

係及びその表式を求める。

背景ゲージ場と結合した質量ゼロのフェルミオン作用 Iψ =
∫
d4x
√
g iψ̄γµDµψ

を考える。共変微分はDµ = ∇µ+Aµで与えられ, Aµ = AA
µT

A (A†
µ = −Aµ)

である。例えば本文では SU(2)の場合は TA = −iλA/2, U(1)の場合は xを

電荷としてAµ = −ixAµ/2である。ゲージ場の曲率 (場の強さ) の 2-形式は,

A = Aµdxµ として, Ω = dA+A ∧A = Fµν dxµ ∧ dxν/2で与えられる。

分配関数を Z =
∫
dψdψ̄e−Iψ とかくと, 軸性カレント J5

µ = iψ̄γµγ5ψの真

空期待値は

⟨J5
µ(x)⟩ =

1

Z

∫
dψdψ̄e−Iψ iψ̄(x)γµγ5ψ(x)

= −iTr[γµγ5H(x, x)]

で与えられる。ここで, 固有値方程式 iγµDµψn = Enψnを導入すると, Green

21K. Osterwalder and R. Schrader, Phys. Rev. Lett. 29 (1972) 1423; Helv. Phys.

Acta 46 (1973) 277。この定義は Feynman振幅を計算する上で極めて実用的であるが, 場の自
由度を 2 倍にしていることや, 場をWick 回転して定義されたものではないので, 新たな定義が
提案されている。P. Nieuwnhuizen and A. Waldron, Phys. Lett. B 389 (1996) 29 を参照。
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関数H は固有関数と固有値の逆数を用いて

H(x, x′) =
∑
n

1

En
ψn(x)ψ̄n(x

′)

で与えられる。実際,演算子を作用させると iγµDµH(x, 0) =
∑
n ψn(x)ψ̄(0) =

δ4(x)/
√
gが成り立つ。

これより軸性カレントは

⟨
J5
µ(x)

⟩
=
∑
n

1

En
iψ̄n(x)γµγ5ψn(x)

で与えられる。これより軸性カレントのダイバージェンスは固有値方程式

iγa∇aψn = Enψn − iAaγaψn 及びのその共役方程式 i∇aψ̄nγa = −Enψ̄n +

iAaψ̄nγa より,

∇a
⟨
J5
a(x)

⟩
=
∑
n

1

En
i∇a(ψ̄nγaγ5ψn)

=
∑
n

1

En

(
i∇aψ̄nγaγ5ψn − ψ̄nγ5iγa∇aψn

)
= −2

∑
n

ψ̄nγ5ψn = 2Tr⟨x|γ5|x⟩

となる。また, スピン 1/2 Dirac指数は

I 1
2
=

∫
d4x
√
g
∑
n

ψ̄nγ5ψn = −
∫
d4x
√
gTr⟨x|γ5|x⟩ (D.1)

で定義される。ここで Trは必要な諸々のトレースの総称である。

以下では γ5 を含むトレースの部分を

Tr⟨x|γ5|x⟩ = lim
s→0

Tr ⟨x|γ5 e−sK |x⟩ (D.2)

のように正則化して計算する。ここでK = (γµDµ)
2 = γµγνDµDν は正定値

の演算子で, ∇µγν = γν∇µ を使って式を変形している。

正則化の演算子K を詳しく見てみると γµγν = {γµ, γν}/2 + [γµ, γν ]/2 =

−gµν − 2Σµν より

K =
(
−gµν − 2Σµν

)
DµDν = −DµDµ − Σµν [Dµ, Dν ]

= DµDµ − Σµν
(
1

2
RµνabΣ

ab + Fµν
)

= −DµDµ +
1

4
R−FabΣab (D.3)
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が得られる。最後の等式はガンマ行列の反対称積を γab = [γa, γb]/2! 及び

γabcd = (γaγbγcγd + anti-sym.)/4!とすると,

γabγcd = γabcd + δacγbd − δadγbc − δbcγad + δbdγac − δacδbd + δadδbc

が成り立つことから, Riemannテンソルの巡回対称性等によりRabcdΣ
abΣcd =

Rabcdγ
abγcd/4 = −R/2となることを使っている。

ここで (D.2)を計算するために熱核 G(s)(x, y) = ⟨x|e−sK |y⟩を導入する。

これは初期条件 lims→0G
(s)(x, y) = δ4(x− y)/√gを満たす熱伝導方程式(
∂

∂s
+K

)
G(s)(x, y) = 0

の解として与えられる。パラメータ sが小さいとき, 同一点の熱核は

G(s)(x, x) =
1

(4π)2
1

s2
[
1 + sa1(x) + s2a2(x) + · · ·

]
のように展開される。

まず初めに平坦時空に背景ゲージ場がある場合を考える。正則化の演算子を

K = −∂2 − V (D.4)

と分解すると, この場合は V = Fab Σab+ · · ·で与えられ, ドットはガンマ行列

を含まないゲージ場の項である。平坦時空で上記の初期条件を満たす熱核は

G
(s)
0 (x, y) = ⟨x|es∂

2

|y⟩ = 1

(4π)2s2
e−(x−y)2/4s (D.5)

で与えられるので, これを使うと

G(s)(x, x) = G
(s)
0 (x, x) exp

(
sFab Σab

)
=

1

(4π)2

[
1

s2
+

1

s
FabΣab +

1

2
Fab Fcd ΣabΣcd + · · ·

]
が得られる。これに γ5 を掛けてトレースを取ると, 通常のガンマ行列のト

レースが Tr(γ5) = Tr(γ5 Σ
ab) = 0を満たすことから s → 0で発散する項は

消えて, さらに Tr(γ5 Σ
abΣcd) = ϵabcd より, (D.2)は有限な値

lim
s→0

Tr
[
γ5G

(s)(x, x)
]
=

1

32π2
ϵabcd Tr

(
Fab Fcd

)
(D.6)

になる。

次に, 曲がった時空上での (D.2)の計算を同様に行うために, 原点で局所平

坦になる座標系を取ることにする, すなわち Γλµν(0) = 0となるように選ぶ。
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このとき演算子 (D.3)は (D.4)のように平坦空間の Laplace演算子と原点で

の曲率を含むポテンシャル項に分解することができる。平坦時空で熱核 (D.5)

を使うと, 熱伝導方程式の解は積分方程式 G = G0 + G0V Gで与えられる。

これを逐次的に解くと,

G(s)(0, 0) = G
(s)
0 (0, 0) +

∫ s

0

dt

∫
d4xG

(s−t)
0 (0, x)V (x)G

(t)
0 (x, 0)

+

∫ s

0

dt

∫
d4xG

(s−t)
0 (0, x)V (x)

∫ t

0

du

∫
d4y G

(t−u)
0 (x, y)V (y)G

(u)
0 (y, 0)

+ · · ·

のように解が得られる。

演算子K を実際に原点の周りで展開してみる。原点での Riemann曲率が

定数であるとして計量場を展開すると

gµν(x) = δµν −
1

3
xλxσRµλνσ(0) + o(x3),√

g(x) = 1− 1

6
xλxσRλσ(0) + o(x3),

Γλµν(x) =
1

3
xσ
[
Rλµσν(0) +Rλνσµ(0)

]
+ o(x2),

ωµab(x) =
1

2
xλRλµab(0) + o(x2)

となる22。 以下では原点を表す (0)は省略する。この展開のもとで Laplace

演算子を求めると

∇µ∇µ = gµν
(
∂µ∇ν − Γλµν∇λ +

1

2
ωµabΣ

ab∇ν
)

= ∂2 +
1

3
xλxσRµ ν

λ σ∂µ∂ν −
2

3
xλR µ

λ ∂µ +
1

2
xλR µ

λ abΣ
ab∂µ

−1

6
xλxσR µ

λ Rσµab Σ
ab +

1

16
xλxσRλµabR

µ
σ cd Σ

abΣcd (D.7)

となる。これより演算子 K(D.3)は (D.4)のように分解出来て, V の中で γ5

を掛けてトレースを取った後で残る可能性のある Σabを含んだ項だけを抜き

出すと, V = V1 + V2 として,

V1 =
1

2
xλRλµabΣ

ab∂µ + Fab Σab,

V2 = −1

6
xλxσR µ

λ Rσµab Σ
ab +

1

16
xλxσRµλabRµσcd Σ

abΣcd

22実際, 1 列目の gµν(x) から Γλ
µν(x) が求められて, それを Riemann 曲率の定義式に代

入すると, 巡回対称性より, Rλ
µσν(x) = ∂σΓλ

µν(x) − ∂νΓλ
µσ(x) + o(x2) = 2Rλ

µσν(0)/3 −
[Rλ

νµσ(0) +Rλ
σνµ(0)]/3 + o(x2) = Rλ

µσν(0) + o(x2) が得られる。同様に, 最後のスピン接
続の表式も（2.3）に代入すれば Rµνab(0) + o(x2) が求まる。
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となる。これより, Tr[γ5G
(s)(0, 0)]を計算して, 残る可能性のある部分は

Tr

[
γ5

∫ s

0

dt

∫
d4xG

(s−t)
0 (0, x)V2(x)G

(t)
0 (x, 0)

]
+Tr

[
γ5

∫ s

0

dt

∫
d4xG

(s−t)
0 (0, x)V1(x)

∫ t

0

du

∫
d4y G

(t−u)
0 (x, y)V1(y)G

(u)
0 (y, 0)

]
の 2 項である。ここでは x や y が小さいとして K を展開したけれども, s

が無限小のときは, それらの積分の寄与は原点付近に集中するので, 積分領

域が (−∞,∞)であっても結果は変わらない。そのため積分公式
∫
d4x e−ax

2

=

π2/a2,
∫
d4xx2e−ax

2

= 2π2/a3,
∫
d4xxae−ax

2

= 0,
∫
d4xxaxbe−ax

2

= δabπ2/2a3

を使って計算すればよい。先ず最初の項を計算すると, V2の中の Σabの 1次

部分はガンマ行列のトレースを取ると消えて, 2次部分から sに依存しない

Tr[γ5G
(s)(0, 0)] =

1

768π2
ϵabcdRµνabR

µν
cd

が得られる。第 2項は, V1 の重力部分は積分を実行すると RµνRµνab = 0に

より消えて, ゲージ場部分だけが残り, (D.6)が得られる。原点の選び方は自

由なので x = 0を一般の xに戻すと, スピン 1/2 Dirac指数 (D.1)が

I 1
2
= − 1

768π2

∫
d4x
√
g ϵabcdRµνabR

µν
cd −

1

32π2

∫
d4x
√
g ϵabcdTr

(
Fab Fcd

)
= −1

8
τ − 1

8π2

∫
TrΩ ∧ Ω

で与えられることが分かる。ここで Ω = Fab ea ∧ eb/2である。

D.1 一般の偶数次元での表式

上記のように逐次解いていく方法は分かりやすいが, 次元が高くなるとや

やこしくなる。ここでは, さらに原点で Ricci平坦な場合を考えて, 一般的に

2n偶数次元での熱核を求めることにする。実際, 上の計算からも推測できる

ように, この手の計算では Ricciテンソルが寄与する項は Trを取ると消える

項として無視するのが一般的である。Laplace演算子の展開式 (D.7)はその

まま Rµν = 0として一般の次元でも使える。

熱伝導方程式を解くために, 解として

G(s)(x, 0) = exp

(
1

2
Pµν(s)x

µxν +Q(s)

)
(D.8)
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の形を仮定する。ここで Pµν = Pνµである。最終的に導きたい量は x = 0で

残る Q(s)である。このとき熱伝導方程式の左辺は

∂

∂s
G(s)(x, 0) =

(
1

2

∂Pµν
∂s

xµxν +
∂Q

∂s

)
G(s)(x, 0)

となる。一方, 右辺の重力部分は R̄µν = RµνabΣ
ab と書くと

−KG(s)(x, 0) = gµν∇µ∇νG(s)(x, 0)

=

[
Pµµ +

(
P λ
µ Pλν +

1

3
Rλ σ

µ νPλσ +
1

2
R̄ λ
µ Pλν−

1

16
R̄ λ
µ R̄λν

)
xµxν

]
G(s)(x, 0)

で与えられる。ここで脚 µ, ν についてのトレースを trと書くと, R̄µν が反対

称行列であることから tr(R̄P ) = 0となること, 及び Ricciテンソルをゼロに

していることに注意すると, 方程式として

1

2

∂

∂s
trP = trP 2 − 1

16
trR̄2,

∂

∂s
Q = trP

が求まる。第 1式を解くと

P = −1

4

(
R̄ coth

R̄s

2

)
= − 1

2s
I − 1

24
R̄2s+

1

1440
R̄4s3 + · · ·

のトレースが解であることが分かる。これを使って第 2式を解くと

Q = tr

[
−1

2
log

(
sinh

R̄s

2

)
+ C

]
= tr

(
C − 1

2
log

R̄s

2
− 1

48
R̄2s2 +

1

5760
R̄4s4 + o(s6)

)
が得られる。第 1式の解を (D.8)に代入して s→ 0の極限を取ったときの初期

条件が lims→0G
(s)(x, 0) = exp(−x2/2s)/(4πs)n = δ2n(x)でなければならな

いことから, 未定定数Cを決めるための条件は lims→0Q(s) = − log(4πs)n =

tr[− log(4πsI)/2]になる。ここで, − log(sinh(R̄s/2))/2 = − log(R̄s/2)/2 +

o(s2)であることから, C = log(R̄/8π)/2が得られる。したがって, x = 0で

の熱核は exp(tr logX) = detX より

G(s)(0, 0) = eQ(s) =
1

(4πs)n

√
det

R̄s/2

sinh R̄s/2

=
1

(4π)n
1

sn

(
1− s2

48
trR̄2 + o(s4)

)
が得られる。

Hermite性 γ†2n+1 = γ2n+1 と γ22n+1 = I を満たす 2n次元のカイラリティ

のガンマ行列を

γ2n+1 = −inγ0γ1 · · · γ2n−1
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と定義すると, スピン 1/2 Dirac指数は

I 1
2
= − lim

s→0

∫
d2nx

√
gTr

[
γ2n+1 exp

(
sF̄
)
G(s)(x, x)

]
= lim

s→0

−1
(4πs)n

∫
d2nx

√
gTr

[
γ2n+1

√
det

R̄s/2

sinh R̄s/2
exp
(
sF̄
)]

で与えられる。ここではゲージ場の寄与 F̄ = Fab Σabも加えている。トレー

スを実行すると Σab = −[γa, γb]/4及び Tr(I) = 2n に注意すると,

Tr
(
γ2n+1Σ

a1b1Σa2b2 · · ·Σanbn
)
=

(
−1

2

)n
Tr
(
γ2n+1γ

a1γb1γa2γb2 · · · γanγbn
)

= −inϵa1b1a2b2···anbn

のようにΣabがn個存在する部分だけが残って,完全反対称テンソルが現れる。

その際 sの依存性は相殺して消える。このことから, ea1∧eb1∧· · ·∧ean∧ebn =

d2nx
√
g ϵa1b1a2b2···anbnに注意すると, −Tr γ2n+1を取る代わりにΣab → ea∧eb

と置き換えて 2n次元体積積分を行えば良いことが分かる。さらに積分の後

で残る係数 (i/4π)n を曲率に吸収させて

R̄µν →
i

4π
Rµνab e

a ∧ eb = i

2π
Rµν , F̄ → i

4π
Fab ea ∧ eb =

i

2π
Ω

のように被積分関数を曲率 2-形式Rµν = Rµνab e
a∧eb/2とΩ = Fab ea∧eb/2

に置き換えると, スピン 1/2 Dirac指数は微分形式の積分の形で

I 1
2
=

∫
M

Â(R) ∧ ch(Ω)

と表すことが出来る。ここで

Â(R) =

√
det

iR/4π
sinh iR/4π

, ch(Ω) = Tr exp

(
i

2π
Ω

)
はそれぞれ A-ルーフ種数 (A-roof genus),及び Chern指標と呼ばれているも

のである。M は境界の無い 2n次元多様体を表す。

Âを展開すると

Â = 1− 1

24
p1 +

1

5760

(
7p21 − 4p2

)
+ · · ·

のように Pontrjagin類 pnの多項式になる。4次元 (n = 2)のときは体積積分

をすると 2番目の項のみが残って I1/2 = −P1/24 = −τ/8が得られる。ここ

で P1 =
∫
p1 は第 1Pontrjagin数である。
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